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(Refu le 28 octobre 1960 et revu le 13 janvier 1961) 

We have developed a method which amounts to solving on a purely geometrical ground the practical 
problem of Karle & Hauptman's  inequalities of all orders. We made use of a Wulff stereographic dia- 
gram to test the properly Euclidian character of the 'Structure Factor Space'. As for this character 
is proved, the electronic density is positive. 

1. In troduct ion  

Tout ddterminant de Karle & Hauptman (1950) [Ul 
d'ordre net d'@Idment 

Uzc = U(ha + hl~) (h~ = - h~z) 

(1, c, numdros de ligne et de colonne; h, indice cristallo- 
graphique simple, double ou tr iple;  U, facteur de 
structure uni taire  relatif  £ une maille cristalline 
centrosym@trique peupl@e d 'atomes-points  positifs en 
poids) exprime le carrd de l 'hypervolume de base d 'un  
espace euclidien 123 . . . n  £ n dimensions dent  les 
vecteurs de base, 1, 2, 3, . . .1 ,  . . . c ,  . . . n ,  norm@s, 
font entre eux des angles 12, 13, . . .  ln, 23, . . .  lc, . . .  
tels que 

lc = arccos Ulc • 

De ce point  de r u e  Utc est £ considdrer comme le 
produit  scalaire des vecteurs 1 et c, et la matr ice  U 
repr@sente le tenseur m@trique fondamenta l  qui d@finit 
l 'espace 1 2 . . . n .  

Le caractbre positif de la densit@ @lectronique 
entralne que 1 2 . . . n  est proprement euclidien, et nous 
nous proposons de d@crire une m@thode permet tan t  
d 'ajuster ,  par  hypothbses successives, les signes in- 
connus des U(h) fournis par l'exp@rience en assumant  
cette cons@quence gdomdtrique. 

Nous avons d@j£ @tabli que l 'on peut subst i tuer  £ 
l'@tude g@omdtrique complete d ' un  espace £ n dimen- 
sions (impossible de fagon directe pour n > 3) l'@tude 
s implement  t r idimensionnelle  d 'une  'chalne'  de n - 2  
espaces not@s 1 2 . . . n ,  1 , 2 . . . n ,  12, . . . n ,  . . .  tels que 
ceux des di@dres du premier qui ont en commun 
l 'ar~te 1 (ils sent  nerds 1,jlc) ont m~me mesure que les 
angles du second (not@s dgalement 1,jk), les di@dres 
12 , j k  d'ar~te 1,2 du second mTme mesure que les 
angles 12,jk du troisibme . . . .  

Dbs lors, les op@rations £ effectuer pour le test des 
hypotheses de signes se d@composent de la fagon 
suivante  : 

(1) Construction pr@liminaire d 'un  tenseur fondamen- 
tal  qui servira pour de nombreux  essais. 

(2) Calcu] des di@dres successifs £ par t i r  des angles 
au sommet  des tri~dres correspondants. 

(3) Tests de constructibilit@ des tri~dres dans les 
dill@rents espaces de la chaine. 

(4) En  cas d ' inconstructibil i td,  donc d 'hypoth~se de 
signes incorrecte, ddterminat ion des facteurs de 
structure 'responsables'  et modificat ion cons@- 
quente de l 'hypoth~se. 

(5) Stockage des solutions interdites,  orientation 
dventuelle des hypoth@ses nouvelles par  des con- 
siddrations statistiques, etc. 

I1 n 'est  pas question d 'dtablir  la fagon d'opdrer: 
diffdrents chemins sent possibles, et celui que nous 
avons abondammen t  expdrimentd nous para i t  simple- 
ment  commode. M~me notre marche £ suivre peut  
6tre d@velopp@e suivant  diffdrentes techniques,  qui 
ont d 'ail leurs dtd essay@es. Nous d@crirons non pas la 
plus rapide, mais  celle sur laquelle les @ventuelles 
erreurs de calcul ont le moins de prise. 

Les ddveloppements du pr@sent mdmoire sent  en- 
t ibrement bas@s sur un article d@j~ paru (v. Eller, 
1960). Nous recommandons au lecteur de s 'y  reporter. 

2. Cons truc t ion  du t e n s e u r  mTtrique  
f o n d a m e n t a l  

La matr ice U du tenseur mdtrique fondamenta l  d 'ordre 
n peut  @tre construite £ par t i r  de n - 1  facteurs de 
structure choisis a rb i t ra i rement  mais sans rdp@tition 
d' indices cristallographiques identiques (hkl et ~ l ,  
quoique li@s £ des facteurs de structure @gaux, ne 
sent pas consid@r@s comme identiques) et disposals 
dans le m~me ordre, mais  avec des indices de valeurs  
opposdes, suivant  les premibres ligne et colonne. Les 
indices cristallographiques des autres facteurs de 

structure se ddduisent alors suivant  la loi hzc = hi1 + hlc. 
Comme h = O  pour l = c ,  les cases de la diagonale 
principale de U sent obl igatoirement  occupdes par  
U(O)= 1. 

Ndanmoins,  sans qu' i l  soit g@n@ralement possible de 
d@terminer le 'meil leur '  tenseur imaginable  (promet- 
t an t  le plus grand volume de restrictions), on laissera 
trois iddes directrices prdsider £ la construction de U:  

(a) il convient d 'dviter l 'appar i t ion d ' indices cristallo- 
graphiques ext@rieurs au domaine r@ciproque 
connu ; 
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(b) il est uti le de faire in tervenir  dans la matr ice  un  
nombre  min imal  de facteurs de structure en 
mul t ip l ian t  les r@p~titions; 

(c) ~galement  darts le bu t  d 'obteni r  des restrictions 
int~ressant un  nombre  min imal  de facteurs de 
structure,  il importe  d 'engager les plus forts 
d 'entre  eux. 

Ces trois dispositions sont malheureusement  peu 
conciliables en pratique.  (a) et (b) se t rouvent  id~ale- 
ment  r~alis@s dans le cas d ' un  examen cristallo- 
graphiquement  unidimensionnel  du r@seau rSciproque 
si l 'on classe les indices h de la premiere colonne dans 
l 'ordre nature l ;  les @l@ments de chaque sous-diagonale 
principale de U sont alors identiques.  

Commode A deux ou trois dimensions,  l 'ordon- 
nance lexicale de la premiere colonne, pr@conis@e 
par  Kar le  & Haup tman ,  r~alise dans une certaine 
mesure (a) et (b). Elle engage dans U des facteurs de 
structure appar tenan t  & un domaine  parall@lipip@- 
dique du r@seau rgciproque qui dolt (condition (a)) 
rester inscrit  dans la sphere de r6flexion pour ~viter 
l ' appar i t ion d'@l@ments inconnus mais qui, de ce fair  
mSme, in terdi t  l ' appar i t ion  de la p lupar t  des ~l@ments 
p@riph~riques de la sphere de r@flexion. 

Une autre technique prat icable consiste & classer 
les indices h de la premiere colonne suivant  les valeurs 
croissantes de sin 0. 

Enf in  une syst~matique plus compliqu~e, que nous 
ne d@crirons pas £ present, permet  de faire intervenir  
cons tamment  les U(h) les plus forts possible, r@alisant 
(c) et (a) au d@triment de (b). 

Une incidence utile d 'une  bonne r@alisation de (b) 
est la r@duction des listes de simultan~it~ qui peuvent  
ainsi souvent se ramener  £ un ou deux termes, et en 
comportent  ra rement  plus de 4. 

La prat ique,  elle, fera usage du fair que U est 
sym@trique. Comme, de plus, tous les ~lgments de la 
diagonale principale sont connus et ~gaux £ un, on 
util isera les cases de cette derni~re pour inscrire les 
num@ros des 'lignes-colonnes',  et l 'on se bornera & 
faire figurer les ~l~ments 'sous-diagonaux' ,  pour les- 
quels l>c. (Dans un tel tableau tr iangulaire,  l 'ex- 
pression 'ligne-colonne j '  d@signe l 'ensemble des @l@- 
ments  ayan t  j pour num@ro de ligne ou de colonne.) 

Sur ce schema on prepare en premier  lieu un tableau 
T' des indices cristal lographiques de U, superposable 
au tableau T correspondant des arccos I U(h)[ exprim~s 
en degr@s: en effet, tout  le t ravai l  sera effectu~ sur les 
angles. 

Des ordres n = 20 et plus @lev@s ont @t@ exper iment ,s .  
Cependant,  £ ce niveau,  la recherche des restrictions 
de signes se complique consid@rablement. I1 est pro- 
bab lement  plus simple d'@laborer plusieurs matrices 
non ~quivalentes d 'ordre moins @lev~ (15, par  exemple). 

3. L i s t e s  de  s imultanei t@ 

Pour obtenir  la liste de simultan6it~, on cercle en T'  
(et aussi, en vue des besoins ult6rieurs, en T) les 
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Fig. 1. (a) Tableau  T" des indices cristal lographiques.  

(b) Tab leau  T'" des pr@signes. 

@l~ments qui font leur premiere appar i t ion lorsqu'on 
lit le tab leau  comme un texte. La liste comporte alors 
2~ termes, p @rant le nombre  de lignes de T'  dont  
tous les @l@ments se t rouvent  cercl@s. Dans  le bu t  de 
pouvoir passer d 'une  solution de signe ~ une autre, 
simultan@e, on construit  un tableau T"  de 'pr~signes' 
L = _+ 1 et tels que 

L(htc) = L(hlj). L(hjc) . 

Les diffdrentes combinaisons de pr@signes fournis- 
sent les solutions simultan~es de signes de facteurs de 
structure. On op~re toujours la recherche des signes 
sur une seule de ces solutions. 

Les Figs. l(a) et l(b) fournissent un exemple pour 
un r@seau r@ciproque £ deux dimensions et une 
matr ice  construite suivant  l 'ordonnance lexicale. On y 
discerne que la liste de simultan~itd comporte 22=4  
termes (@ldments tous cercl@s des lignes 2 et 6). Or 
l 'origine d 'une structure centr@e bidimensionnel le  peut  
~tre plac@e en l 'un  quelconque de ses quatre centres 
de sym@trie grace au choix du signe de deux facteurs 
de structure d ' indices h n ' appa r t enan t  pas au re@me 
groupe ii, ip ou pi (ici p='pair'; i =  ' impair ' ) .  Si l 'on 
fixe S(01) et S(10), les lettres L(O1)=a et L(lO)=b 
prennent  la valeur  + 1 et la liste de simultan~it@ se 
ram~ne £ un  seul terme. Ce cas est frdquent. 

4. M e s u r e  des  d i~dres  

Les traces des ar@tes d ' un  tri~dre 123 sur la sphere 
tr igonom6trique centr@e en son sommet  d@finissent un 
tr iangle sph@rique dont  les c6t~s ont m@mes mesures 
que les angles 12, 13, 23, et les angles aux sommets 
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(a) (b) (c) 
Fig. 2. (a) R6seau de Wulff W. La graduation est en r@alit8 faite de 2 ° en 2 °. (b) D@calque W', sur rhodoide transparent, des 

latitudes de W. (c) Dispositif utilisant la superposition de Wet W'. Construction, en projection st@r@ographique, du triangle 
sph6riquo ijlc tel que ik = 63% ij= 74 °, jk=-~o (= 980). On mesure l'angle au sommet i, jk = 73° par la longitude de j. 

m@mes mesures que les di~dres 1,23, 2,13, 3,12. Telle 
est la propri6t6 qui sera utilis6e pour le calcul des 
dibdres. 

I1 serait  possible d 'op6rer avec une sphbre sur 
laquelle on construirai t  ~ l 'aide d 'un  compas, de fagon 
habituelle en g6omgtrie plane, les triangles sph6riques 
ijk connaissant  leurs c6t6s ij, ik, jk, pour relever £ 
l 'aide d 'un  rappor teur  convenable la mesure de l 'angle 
au sommet  i,jk. Mais on dispose pour cette construc- 
tion d 'un  artifice commode qui permet  de t ravai l ler  
dans le plan:  la projection st6r6ographique (voir 
v. Eller, 1956). 

On se serf d 'un  montage  courant,  16g~rement 
modifi6 (Fig. 2(c)), ut i l isant  un r6seau de Wulff  W 
(Fig. 2(a)) de p61e Nord  i gradu6 de 2 ° en 2 °, coll6 
s u r u n  disque rigide et susceptible de rota t ion au tour  
de son centre. I1 est incomplbtement encastr6 dans un 
socle dont  la face sup6rieure lui est coplanaire. Le 
tout  est recouvert  d 'une  feuille de rhodoide W' 
(Fig. 2(b)), fix6e au socle, sur laquelle ont 6t6 d6- 
calqu6es la t race k de i ainsi que les lat i tudes de W. 
Ces dernibres sont num6rot6es suivant  0 °, 10 °, . . . ,  80 °, 
90 °, 80 °, . . . ,  10 °, 0 ° du Nord  au Sud sur le bord Est  
de W e t  le long du m@ridien central  de W'. Les lon- 
gitudes sont marqu@es de la m@me mani@re d ' E s t  en 
Ouest sur l '6quateur  de W. (La graduat ion  choisie 
permet  d 'expr imer  le nombre  me~urant  un angle obtus 
au moyen de celui qui mesure son suppl6ment aigu, 
surmont6 d 'un  signe n6gatif:  on obtient ainsi une eor- 
respondance directe entre le 'signe' d 'un  angle et le 
signe de son cosinus, U(h). 

Pour  eonstruire £ par t i r  de ses c6t@s ij, ik, jk  un 
triangle sph6rique dont  on cherche £ connaitre l 'angle 
au sommet  i , jk ,  on proc@de de la fa~on suivante  
(Fig. 2(c))" 

(1) le c6t6 ik est plac6 sur le cercle p6riph6rique par  
mise en coincidence de la graduat ion  ik de W avec 
k d e  W';  

(2) le sommet  j se t r ouvan t  £ l ' intersection des arcs 
de peti ts  cercles de p61es i et k et de rayons 
sph6riques ij et jk  respectivement,  on repbre 
l ' intersection j des lat i tudes correspondantes ij et 
j k d e  W e t  W';  

(3) i ,jk est alors mesur6 par  la longitude de j sur W. 

Pour  les besoins de l ' i l lustration, la Fig. 2 corn- 
porte le trac6 de ijk, mais ce trac6 n 'est  jamais  effectu6. 
En cours de t ravai l  l 'op6ration conduisant  £ la mesure 
de i ,jk ne requier t  que quelques secondes. 

5. Condensation 

Les pivots successifs de condensation sont pris dans 
l 'ordre naturel  des lignes-colonnes. On calculera donc 
les dibdres 1,jk qui subst i tueront  & To (d6riv6 de T 
par  application d 'une hypothbse de signes) un tableau 
T1 priv6 de ligne-colonne 1; on passera de re@me de 
T1 £ T~ (ce dernier sans lignes-colonnes 1 et 2) qui 
tabulera  les valeurs de 12,jk etc. 

On peut  calculer successivement tous les 616ments 
de T1, puis tous ceux de T e . . .  ; n6anmoins nous avons 
pr6f6r6 procgder par  ligne: ligne k de T1, de T2, . . . ,  
de T~-2 ; ligne k + 1 de T1, de T2, . . . ,  de T~--2, de Tk-1, 
et ainsi de suite. A v a n t  de passer de la ligne k de T~ 

celle de T~+I, on teste rap idement  la constructibilit6 
des tri~dres 1...¢x,ijk de T~ ( l l . . . a , ~ ' I + [ 1 . . . a , i k  I 
+ l l . . . a , j k l  dolt exc6der 180 ° si S l . . . a , i # . = - l ,  le 
plus grand des trois angles devant  en outre, en tou t  
dtat  de cause, 8tre plus pet i t  'en module'  que la somme 
des deux autres).  On ne poursui t  la condensation que 
dans la mesure off aucune inconstructibilitd n 'est  ren- 
contr6e. Dans le cas contraire il convient de d@gager 
la cause de cette derniSre par  r@duction. 

6. R6duction des inconstructibi l i t6s  

L'inconstructibil i t6 d 'un  tribdre compos6 1 . . .  a , i jk  de 
T~ ne suppose nullement  que t ous l e s  angles de strue- 
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tu re  de To impliqu6s dans ce tri~dre soient 'respon- 
sables ' :  seuls le sont n6cessairement ij, ilc, jlc dont  le 
fus ionnement  dans les calculs vient  de provoquer  
l 'arr~t  des op6rations. En  effet n 'on t  6t6 test6s au 
cours de la condensation que les tri~dres compos6s 
a y a n t  des sommets notds par  des indices en succession 
naturel le  sans lacunes (1234, 12345, . . .  ), et il se peut  
que 125,ijk (i, j ,  ]c 4: 3, 4), par  exemple, dont  on ne sait  
rien, soit la seule cause de l ' inconstructibili t6 de 
1. . . (x , i jk .  I1 importe  donc d 'y  remonter  par  le biais 
d ' u n  sous-programme. Deux chemins sont possibles. 

Le plus systdmat ique consiste £ in terver t i r  les lignes- 
colonnes de la par t ie  utile de To de fa~on £ y faire 
appara i t re  i, j ,  k en tgte, puis £ condenser dans l 'ordre 
i, j ,  k, l ,  2, . . .  jusqu '£  rencontre d 'une  inconstructi-  
bilit6 m e t t a n t  en cause m, n, p. On reclasse alors le 
tab leau  des ijk, . . .  m . . .  n . . .  p . . .  (troisi~me conden- 
s a t i o n - d o n c  priv6e de lignes-colonnes i, j ,  k) en y 
faisant  appara l t re  les lignes-colonnes m, n, p en t6te, 
et  ainsi de suite jusqu '£  ce que l ' inconstructibili t6 se 
produise au contact  du domaine reclass6. 

Le second proc6d6, moins stir mais souvent plus 
rapide, consiste £ reprendre la condensation des 
tab leaux T~_I, T~_2, . . .  d6j£ calcul6s, en y suppri- 
m a n t  la premigre colonne, puis en op6rant  de m~me, 
si ndcessaire, sur les nouveaux  tab leaux  d6riv6s. 

7. Rectif ication des hypotheses  de sip, nes 

Un groupe de signes a y a n t  6t6 reconnu incompatible 
avec une densit~ ~lectronique positive, il convient de 

le modifier. Cette modification, op6r~e sur To, rend 
caduque une part ie  des calculs de condensation d6j£ 
effectu6s, qu'il convient alors de recommencer.  De la 
sorte, l ' inversion du 'signe' de ij ( i < j )  oblige £ re- 
calculer: 

(1) l'616ment j i  dans les tab leaux  T1 £ Ti-1, 
(2) la ligne-colonne j dans les t ab leaux  Tt ~ Tj-1, 
(3) la totali t6 des tab leaux d'indice sup6rieur £ j - 1 .  

Outil  p ra t ique :  un cache en rhodoide pe rme t t an t  de 
gommer  un seul te rme et une seule ligne. 

8. Stockage  des incompat ibi l i t~s  

Le stockage des incompatibili t6s est effectu6 sur un 
tableau en t~te duquel f igurent  les indices cristallo- 
graphiques des angles ij dans l 'ordre de leur inter- 
vention dans les calculs. Les signes relatifs £ chaque 
incompatibil i t6 sont inscrits dans les colonnes corres- 
pondantes ;  en regard,  les indices tensoriels qui carac- 
t6risent le sous-espace inconstructible.  

Lors du changement  d 'hypoth~se,  il convient 6vi- 
demment  de vdrifier que l 'on ne va pas reproduire une 
hypoth~se d~j£ essay~e. 
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The monoclinic unit cell has dimensions: 

a=17.34,  b=3.90, c=17.46 A; fl=96.9 ° . 

The space group is P21/n and the cell contains 2 Cu (at symmetry centres) and four molecules of 
C16HllNeO. The structure was determined from the intensities of 1807 hkl reflexions by least- 
squares refinement on Pegasus; R = 16 %. 

The copper atoms have square planar coordination, with two oxygen atoms at 1.93/~ and two 
nitrogen atoms at 2-01/~. The next nearest neighbours are oxygen atoms of two adjacent molecules 
(Cu-O =3"00 _~) which complete a distorted octahedral coordination group. The structure shows 
that  only one nitrogen atom of each azo group is bonded to the metal atom. 

Introduction 

Although the aromat ic  azo compounds are ext remely 
numerous  and of considerable technical  impor tance  
and  theoretical  interest,  very  few have  been subjected 
to s t ruc tura l  studies. The crystal  s t ructures  of the two 

isomers of azobenzene have  been determined (de 
Lange, Rober tson  & Woodward ,  1939, H a m p s o n  & 
Robertson,  1941), and  more recent ly  benzene diazo- 
n ium chloride has been studied (Romming,  1959). 
Stable meta l  derivat ives are formed by compounds 


